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フェルマーの最終定理　 (ただし、aは素数とする。しかし、a, bを

入れ替えても一般性に欠けることはない)

an + bn = cnが成り立つお互いに素である自然数 a, b, cが存在すると仮定する。また、
nは奇素数とする。

an + bn = cn

an = cn − bn

an = (c− b){cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1}

ここで、aは素数より次のようになる。

1 = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = an
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a = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = an−1

a2 = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = an−2

a3 = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = an−3

　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

an−2 = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = a2

an−1 = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = a

an = c− b, cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1 = 1

an + bn = cn となる自然数 a, b, cが存在すると仮定して、a = 1, b = 1を代入すると、
cn = 2より、自然数 cは存在しない。

よって、以後、a ≧ 1, b ≧ 2または a ≧ 2, b ≧ 1の場合について考察する。

1 c− b = 1, cn − bn = anの場合

an+bn = cnにおいて、お互い素な自然数 a, b, cを素因数分解すると、a = st, b = uv, c =

yzであったとすると、a, b, cがお互い素な自然数なので、s, t, u, v, y, zは皆違う素数であ
る。したがって、a, b, c皆偶数はありえない。また、a, b, cの 2つが偶数もありえない。よっ
て、a, b, cのすべてが奇数か、a, b, cのいずれか一つが偶数である。しかし、a, b, cのすべ
てが奇数なら、an + bn = cnより、ありえない。したがって、a, b, cのいずれか一つが偶
数だけを考えればよい。

さて、
cn − bn = an

c− b = 1より、c = b+ 1。
よって、

cn − bn = (b+ 1)n − bn

ここで、aが、偶数の素数とすると、b, cは、共に、奇数であるが、c = b+ 1より、矛盾
する。よって、aは、奇素数である。

(b + 1)nは、bを含む n項と +1からなるので、n + 1の数の和である。bが奇数なら、
(b+ 1)nは、偶数であり、したがって、cは、偶数である。
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bが偶数であると、bを含む n項はすべて偶数であり、総和は偶数であるが、それと+1

からなるので、(b+ 1)nは、奇数である。よって、cが奇数となる。

また、

cn − bn =
n∑

r=0
(nCr)b

n−r1r − bn

cn − bn =
n∑

r=0
(nCr)b

n−r − bn

ここで、r = 0なら、(nC0)b
n−0 = bnよって、

cn − bn = bn +
n∑

r=1
(nCr)b

n−r − bn

cn − bn =
n∑

r=1
(nCr)b

n−r

また、r = nなら、(nCn)b
n−n = 1よって、

cn − bn =
n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r + 1

1.1 an

さて、等比級数の和の公式より、

an − 1

a− 1
= 1 + a+ a2 + a3 + · · ·+ an−2 + an−1

an − 1 = (a− 1)(1 + a+ a2 + a3 + · · ·+ an−2 + an−1)

an = (a− 1)(1 + a+ a2 + a3 + · · ·+ an−2 + an−1) + 1

an = (a− 1)
n−1∑
r=0

ar + 1

1.2 cn − bn = an

よって、
cn − bn = an

n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r + 1 = (a− 1)

n−1∑
r=0

ar + 1

n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r = (a− 1)

n−1∑
r=0

ar

n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r = (a− 1){

n−1∑
r=0

ar}

b
n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1 = (a− 1){

n−1∑
r=0

ar}
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b

a− 1

n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1 =

n−1∑
r=0

ar

右辺自然数より、 b
a−1 はある自然数である。そこで、その自然数をmとすると、

b

a− 1
= m

ところが aは奇素数であり、bが奇数ならば、そんな自然数mはない。
ゆえに、bは、偶数である。

b

a− 1

n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1 =

n−1∑
r=0

ar

ここで、r = n− 1のとき、(nCr)b
n−r−1 = (nCn−1)b

n−(n−1)−1 =n Cn−1 = nであるので、

b{
n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1 + n} = (a− 1)(an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a+ 1)

nは奇素数なので、an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a+ 1は、因数分解できない。

b{
n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1 + n} = (a− 1)(an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a+ 1)

左辺の
n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1は、bが偶数なので、偶数である。しかし、+nがあるので、左辺

の
n−1∑
r=1

(nCr)b
n−r−1 + nは、奇数である。

右辺の (an−1 + an−2 + · · · + a2 + a + 1)の aが奇数なので、aを含む項は、奇数であり、
n − 1個あるので、偶数であるが、+1があるので、右辺のこの式は、奇数である。した
がって、偶数同士の b、a− 1はお互いに対応するので、b = a− 1つまり、a = b+ 1 = c

となる。これは矛盾。

したがって、c− b = 1, cn − bn = anの場合は、ありえない。

2 c− b = a, cn − bn = anの場合

(c− b)n = anより、

(c− b)n = an

(c− b)n = cn − bn　−−−−イ

ここで、
(c− b)n − (cn − bn)

また、c = b+ jと置くと
= jn − (b+ j)n + bn
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二項定理より

= jn −
n∑

r=0
(nCr)b

n−rjr + bn

さて、r = 0なら、(nC0)b
n−0 = bnよって、

= jn −
n∑

r=1
(nCr)c

n−rjr − bn + bn

= jn −
n∑

r=1
(nCr)c

n−rjr

また、r = nなら、(nCn)c
n−njn = jnよって、

= jn −
n−1∑
r=1

(nCr)c
n−rjr − jn

= −
n−1∑
r=1

(nCr)c
n−rjr < 0

ゆえに、
(c− b)n < (cn − bn)

よって、イと矛盾。

3 c− b = a2, cn − bn = anの場合

(c− b)n = a2n，(cn − bn)2 = a2nより、
(c− b)n = (cn − bn)2補題より (cn − bn)2 > (c− b)n

よって、矛盾。

4 c− b = a3, an + bn = anの場合

(c− b)n = a3n，(cn − bn)3 = a3nより、
(cn − bn)3 = (c− b)n　ところで、補題より、(cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)3 > (cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)3 > (c− b)n　よって、矛盾。
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5 c− b = a4, an + bn = anの場合

(c− b)n = a4n，(cn − bn)4 = a4nより、
(cn − bn)4 = (c− b)n　ところで、補題より、(cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)4 > (cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)4 > (c− b)n　よって、矛盾。

6 c− b = a5, an + bn = anの場合

(c− b)n = a5n，(cn − bn)5 = a5nより、
(cn − bn)5 = (c− b)n　ところで、補題より、(cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)5 > (cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)5 > (c− b)n　よって、矛盾。

・

・

・

・

・

c− b = an−1, cn − bn = anの場合

(c− b)n = an(n−1)，(cn − bn)n−1 = an(n−1)より、
(cn − bn)n−1 = (c− b)n

ところで、補題より、(cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)n−1 > (cn − bn)2 > (c− b)n

∴(cn − bn)n−1 > (c− b)n　よって、矛盾。

c− b = an，cn − bn = anの場合

c− b = cn − bn
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c− b = (c− b){cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1}

c− b ̸= 0より、両辺を割って、

1 = cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1

ここで、c, bは自然数よりあり得ない。

以上より、aが素数の場合、フェルマーの最終定理は証明された。
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補題

(cn − bn)2 > (c− b)nの証明　 (ただし、c, bは c > bの自然数)

c = 2, b = 1の時、

((cn−bn)2−(c−b)n = (2n−1n)2−1n = (2n−1)2−1 = (2n)2−2(2n)+1−1 = 22n−2n+1 > 0

より,(cn − bn)2 > (c− b)2が成り立つ。

cn − bn = (c− b){cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1}

(cn − bn)2 = (c− b)2{cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1}2

そこで、

(cn− bn)2− (c− b)n = (c− b)2{(cn−1+ cn−2b+ cn−3b2+ · · ·+ cbn−2+ bn−1)2− (c− b)n−2}

ここで、c = b+ jとおくと c− b = jであるから、

(cn − bn)2 − (c− b)n = j2{(cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1)2 − jn−2}

また、
(cn−1 + cn−2b+ cn−3b2 + · · ·+ cbn−2 + bn−1)2

= ((b+ j)n−1 + (b+ j)n−2b+ (b+ j)n−3b2 + · · ·+ (b+ j)bn−2 + bn−1)2

これは、b, jの多項式であり、展開すると各項にプラスの係数がつく。よって、

(cn−bn)2−(c−b)n = j2{((b+j)n−1+(b+j)n−2b+(b+j)n−3b2+· · ·+(b+j)bn−2+bn−1)2−jn−2}

は、jn−2の項だけ係数− 1となるが、係数は 1より大きいので、係数− 1 > 0である。
ゆえに、

(cn−bn)2−(c−b)n = j2{((b+j)n−1+(b+j)n−2b+(b+j)n−3b2+· · ·+(b+j)bn−2+bn−1)2−jn−2} > 0

∴(cn − bn)2 > (c− b)n　
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